Préliminaires
1)a)Card(g,)=N" b)N! applications det, injectives dont 2 strictement monotones .
2)0<p<l . X&) . X@Q)=R".0Ox=20,F, X)=P(X <x)=1-€™. Y=[pX].

a)Y@Q)=N etOnON,(Y =n)=(X zﬂ) n (X <n_+1) est un événement ( intersection de deux
p p

événements )don¥ est une variable aléatoire disc .

_n+l

SoitnON . P(Y=n)=P(ns pX<n+l)=F, (—) Fy (—) 1-e p—(1— )

FinalementP(Y =n) = e_ﬂp(l—e_g) b)Y +D)(Q)=N"

n-1

1 1

OnON', P(Y +1=n)=P(Y =n- 1)—(epj 1l-e ?):|Y > G(l-e ?)|

1

p
- et par suiteE(Y) = 11—1: © = 11
1ep 1-e?® 1-e? ef-1

[Ox>0,e" >1 doncE(Y)>0|. Posonsh(x)=¢*-1-x . Ox>0,h(x)=e*-1>0.

hest donc strictement croissante imlﬁoo[ avecling h(x) =0 .
X —

On en déduitdx >0, h(x)> 0 et donclx> 0,e*— 2 x ce qui entrainge(Y) < p|.

3) Soit(r,s)IN?. Posonsl, = .[ler (In x)°dx . Effectuons le changement de variable

c) On en déduiE(Y +1) =

u=-Inxautrement ditx=e™. u - e“est de class€® et strictement décroissante s{Or,+oo[ )

0
|, sest de méme nature que, = L (e™)" (-u)*(-e"du) et égale en cas de convergence .

. . . t .
Avec le changement de variable affine (r +1)u autrement diu =T1 , J, s estelle méme
r

de méme nature qui€, ;= (- 1)5*1j i )° (—) et égale en cas de convergence .

on reconnaﬁKrS:(_—l)+l ety = C ) L (s+1).
) (r +1)S 0 (r + )s

CCL: |l :J':xr (In x)°dxconverge et vaui& .

( 1) s+l

Partie |
X(@QOTLR .C(T)= E((x —T(X))z).

4) X Upy. 0<p<l, ad[0,1- p] . On remarque qufa,a+ p[ 0]0.1 .

a)T,(X)(Q)={0,4. PM,(X)=1)=P@<X<a+ p)=I:+p1dx= p.CCL : |T.(X) = B(p)|.

b ) D’aprés le théoréme du transfeE((X —T(X))z) existe ssij_+m(x—Ta(x))2fx(x)dx abscv .

I =I l(x—T (x))*x1dx converge et vaut :j 1x2dx+j l(T (x))zdx—zj T (X)dx
0 a g 0 0 a 0 a "

Avec Chasles on obtient , comriig(x) est nul en dehors de,a+ p[,

_+J' ®1dx _2J' xx]_dx:—+p ((a+p)2—a2).FinaIementC(T) —+|O(1 p)—2ap




c¢) Commeal[0,1- p| ,|C(T)est minimum poua= 4p et va%t— p +Ip

5) X+ U]OJ[ doncl-X U]OJ[ et par suitel, (X) =—-In X et T,(X) =—In(1—- X) suivent la méme loi .
a) X(Q)=]0,1 doncT,(Q) =]0,+[.0Ox<0,F,, (x)=0.

Ox>0,F (X)=P(InX<x)=P(Xze™)=1-F, (e)=1-¢e".
go.q
CCL : [T, et T, sont des fonctions de transportde svarois (1) .

D'aprés le théoréme du transferE((x —Tl(X))Z) existe ssif " (x=T,(x)*f, (x)dx abs cv .

_(? 2 _[ 1.2 ! 2 1 _1
I —IO (Xx—T,(x))"x1dx converge et vadt—jo X dx+jo(ln X)“dx + Zjoxlnxdx—§+ lo,+ 2,

Avecle 3) b ), on obtien®(T,) :%+2+ 2% (—711):%1 _

De mémeC(T,) = Iolxzdx+jol(ln(1— X))%dx + Zj le In(1- x Yx et avec le changement de variable affine

—1_ — (12 ! 2 Lo _1 I 1.5
t=1 x,C(TZ)_joxdx+jo(|n(t) dt+2jo(1 OINQX =2+, + Aopt Ayy= 2+ 2 22 26 F

On constate qu€(T,) > C(T,)|.

1

c)Onavuau2)que st &), alors| pX |+1 suit la loi G(l-e ).
1
Soitqd]0.f. 1-e P =q = l=—In(1—q).
p
On en déduit que SK - Uy, ¢ {'”_XJ 1 suit la loi G(q) .

In(l-q)
\ Toutes les lois géométriques sont accessibles depuis

6 ) a )Commef, est continue suR, F, est de class€'surR et OxOR,F, (x) = f,(x) > 0.
F, est donc continue et strictement croissanteRsur
Comme lim F,(X) =0 et lim F,(x) =1, d’'apres le théoreme de la bijection ,

| F, réalise une bijection d& sur 0,1 |

b)F, 7 (X)(Q=R.

OxOR, F (x)=P(R, ™ (X)<sx)=P(X < F, (X)) = F,(x) |F, (X)a meme loi qué | .
do.q

7)Y N(0,1).0<|yF, (Y)#(y) <|y#(y)*x1. Or Y admet une espérance doﬁg yé(y)dy

RHX)

absolument convergente . Par critére de compara‘iﬁgoﬁy F, (y)#(y)dyest absolument convergente

donc convergente .

soit ABOR . [ 'y, (o) ay=—— | R (y)ve * dy=ﬁﬂ—e2a(y)} +[ gy 2 dyj

_ 1 (5 - 1 ey
_E(e F (B)+e FY(A)+EjAe dy



Comme lim F,(B) =1 , lim K(A) =0 e'tj-_me’y2 dy =77 , par PAL on obtient

. -1
[ YRMddy = 7=

(Y= F (0B() = Y2 B(y) + (R () *B(y) ~2Y R (NB(y) - [ y*p(y)dy = E(Y) =V (Y) +(E(Y))* =1
[ Ryreyay =] (F (), (y)dy——(F (B))? ——(F (A)? 0 Daé.

B+

Enfin on vient de voir qu " F dy=——
qud YR (y)@(y)dy = Zf

Par théoreme de linéarité , on peut conclure que

f (y—F, (y))?¢(y)dy converge et vaut 1_+— 4_ 1 _

fsﬁr

c ) Avec le changement de varialflé strictement croissanty=F,(y) ,

on obtient puisqué, (y) =¢(y), [ (F,™(u)-u)*du =[ " (y-F, (y)/*#(y)dy :g_

Sie

: a1, _4
autrement dit|C(F, ™) =3"

1
N

Partie Il
8)a) Soit(k,1) O[[L.N]].
Sik>l, (d,-d)@a -a)>0.Sik>I, (d,-d)@a -a)>0.Sik>I, (d -d)@a -a)=0.

>0 >0 <0 <0

CCL:|d,a =d.a +da —-da].

N
b) Soit(p,,....py )OR, " tel que )’ p, =
k=1

En multipliant I'inégalité précédente pa, p, = 0et en effectuant une double sommation , on obtient

D> ppda =Y ppda+>.> ppda - ZZp.pk E! etcommeZp. Zpk :
1=1 k=1 =1 k=1 I=1k=1 =1k=1

N
Z pd,a, = Z pa Z p.d, +Z pd, z P8, —z pda autrement dit

N

ZZ pd.a, = 22 p,qz pd, et donc

1=1 k=1 k=l k=1

Mz
Mz
qu
>

-(1)

9) a) Sion réordonngn),t(n+1),...t (N ) en une suite croissantnén) u(n+1) JUN) on a

N N
nécessairemeni(k) <t(k) et commea, <a,<..<ay ,|>. 3 < Z
N N N N N k_nN _nN IN(_
b) Z((dn _dn—l)kzat(k)j = Z((dn - dn—l)kzat(k)J = zdnkzat(k) _zdn—lkzat(k) .
n=1 =n n=1 =n n=1 =n =1 =n

Avec le changement d’indice =n-1,

N-1 N-1
Z((d d—l)zat(k)J Zd Z% > dy Z B = Dy * 2 ) -
n=1

=1 n'=0 k=n'+1

N

On a bier Z((dn - dn_l)Zq(k)j =

N

dnat(n) '
=1

n=1 n




N N N
c) On aura de ménﬁ((dn -d, ) %(k)] = zdna?(n) :
n=1 k=n n=1

N N
En appliquant 9) a) et comna - d, , >0 ( petit souci sid, <0), on déduit) d.a. <> d.a;,|().
n=1 n=1

10) oT) = (A, ~T(A)) = 67+ 3 (T(6)* -2 4T @),

N N N N
CommeT est une bijection d® surA, > (d,-T(d))*=>.d . +> a’*-2>'d,T(d,) .
k=1

k=1 k=1 k=1
De mémec(T) = Z(d ~T(d))? = Zd +Zak 22 d,T(d,
Commea, <a,<..<a, et queT(dk) =a,, il existet U &, bijective telle que
T(d,) =aetT(d,) =a,,,. Il suffit alors d'applique(2) pour obtenir) d,T(d,)< > d,T(d,)
k=1 k=1

et doncc(T) = c(f).

11) Soithcroissante d&R dansR . PosonsX(Q) ={ }El«N et p, =P(X=d,) .

Appliquons(1) aveca, =h(d,) : Z p.d.nh(d,) = Z p.d, Z p.h(d,) ce qui se traduit avec la formule du

k=1 k=1

transfert pafE(Xh(X)) E(X)E(h(X))| .

_cov(X ,h(X ))

b) On en déduitov(X ,h(X))=E (Xh(X))-E (X )E (1(X))z 0 et dongpy s, = a(X)(h(X)

c ) SupposonsX U[[LN]] et appliquong2) avec siX =n, d, =h(n) eta, =n.

N N A
On obtient aprés multiplication palv\lzlL'— , Y h(Mt(NP(X =n) < > h(n)t(n)P(X =n)

n=1 n=1

autrement di’tE(Xh(X)) < E(h(X)E(X)) .

Partie Il
12)a)Xy(Q) =[[1,N]] . OkO[[1,N-1]] P (X, =k)=Pk< 1+ NU <k + 1)—P%SU <N ) N

P(X, —N)—P(k—1<U <—)+P(U -)=2 ccL: X > U |
— N ’

b) SoitwQ . CommeZ = g(U), |Z(e) - Yy ()] =|g(U (@) - g4 (“’))‘
SiU(w) =1, |Z(e) Yy (@)=
Xy (w) 1
SupposonsU (w) J[ 0, 1 . On a alordJ (w) < = <U(w) v
gest de class€" sur[0,1] donc g’ est continue sur le segmdt, 1] et par suiteg’ est bornée su0,1].

D’aprés 'inégalité des accroissements finis , esgmtA =sudg'| :
[0.4

xA.CCL:|J1>0,0NON" , DwdQ,|Z w)-Y, (cujs% .

|1Z(w) ~ Yy (w)| <

U (c) - X l\Ea))

c) SoityOR . PuisqueZ = g(U)a méme loi qué& VAR a densité ,
A A A

F(y-=)=P(Y<y-)=P(Z<y--

V(Y N) (Y<y N) (Z<y N)



Comme|Z (@) -Y, (a))| , Y (W) < Z(a))+— (Z< y—%) O(Y, <vy).

Par suiteFY(y—N) < P(YN <y)|.

13) D'aprés 12) ¢ ), (tn (k) —%) < P(YN <EN(k)))
Si (YN <fN(k))) est réalisé , alorX,, peut prendre au plus—1 valeurs distinctes .

On en déduit qué, (tn (k) —%) < P(YN <fN(k))) <%,

Ll a, kA Nk~ Nk, o,k A
On en déduitn (k) <F, (—)+— etdonc) —tn(k) <Y —(F, (=) +—)
k=1 N k=1 N N N
Nk N K
D'aprés 9) ¢) aved, =— , > —t (k) <> —tn(K)
i N e N

. .1 18k -
Finalement on a bieAa-  —t, (k) s—) —(F, (—)+—) .
NENN() DI

¢ ) On reconnait des sommes de Riemann .
Par passage a la limitd(- +«0) , g et F, " étant continues sy0,1 , on obtient

1 1 -1 /‘ 1 N k 1 —
.[0 xg(x)dx < IO X(F, " (x))dx carﬁxﬁéﬁ onm- Ox.[onX_ 0.

On en déduitf : xg(x) f, (x)x < | : x(F, () f, (X)dx autrement di’tE(Ug(U ) < E(UFY‘l(U)) .

14)a)C(g) = E(U -g(U))") = EU?) + E(Y?) - 2EUgU)).
D’aprés 13) ¢ ) C(g) est minimale lorsque = FY_l. CCL: [T =F, H.

b) Supposon¥ =|4U -2 . 4U - 21> U Y(Q)=[0,2.

[-2.9 -

0x0[0,2], F, (x)= P(Y<x)———_———dou 0x0[0,,F, ™ x)= 2.

On a donedx0[0,4],T" (x)= 2et|C(T") = E(U -T' (U))) =EU?) =V(U) + (EU))’ = =+ =




